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It is proved that totally positive quadratic forms with three or more variables 
and class number h = 1 exist only in a finite number of algebraic number 
fields. Each field allows only a finite number of such forms with bounded scale. 
To prove this, upper estimates for all local factors in Siegel’s analytic formula 
are constructed by calculating explicitly numbers of solutions of quadratic 
congruences. 
EINLEITUNG 
In dieser Arbeit wird die Frage beantwortet, ob es endlich oder unend- 
lich viele totalreelle algebra&he Zahlkorper gibt, die ganzzahlige, total- 
definite quadratische Formen mit einklassigem Geschlecht zulassen, und 
ob es in einem solchen Kijrper endlich oder unendlich viele Formen 
dieser Art gibt. 
Zwei Antworten wurden bereits friiher auf diese Frage gegeben. MAGNUS 
[2] berechnet eine von der Variablenanzahl m abhangige untere Schranke 
fur die Anzahl h der Klassen im Geschlecht einer beliebigen quadratischen 
Form mit ganzrationalen Koeffizienten, mit der sich ergibt, dab ein- 
klassige quadratische Formen im rationalen Zahlktirper hiichstens 
34 Variable haben konnen. Mit vollig anderen Methoden beweist WATSON 
[lo] h > 1 fur m 3 11. DZEWAS [S] betrachtet dagegen speziell Einheits- 
formen ECP”’ = xz, tiz in beliebigen totalreellen algebraischen Zahl- 
kiirpern und zeigt, da8 h = 1 fiir m >, 4 nur in endlich vielen Karpern 
gilt. 
Ausgangspunkt fur diese Arbeit-wie fur alle obengenannten auUer 
[lo] - ist der Satz von SIEGEL, und zwar hier dessen einfachster Fall, die 
Formel fur das MaB des Geschlechts einer quadratischen Form mit 
ganzalgebraischen Koeffizienten. Wie in dem Buch [9] von O’MEARA 
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werden quadratische Formen dabei als Funktionen auf Vektorraumen 
endlicher Dimension oder endlich erzeugten, torsionsfreien Moduln 
(Gittern) aufgefagt. Den Aquivalenzklassen von Formen entsprechen 
Isometrieklassen von Raumen oder Gittern. Die Gesamtheit der Teil- 
gitter eines Vektorraumes, die zu einem festen Gitter L. an allen Primstellen 
p des algebraischen Zahlkorpers K lokal isometrisch sind, bilden das 
Geschlecht von L. Wie man weil3, besteht es aus einer endlichen Anzahl h 
von vollen Isometrieklassen. Werden diese durch die Gitter L, ,..., Lh 
reprasentiert, so ist das MaJ des Geschlechts fiir totalpositive Gitter L 
durch 
ML) = ii A(L! L.) 13 t 
definiert, wo A(Li, Li) die Ordnung der orthogonalen Gruppe von Li 
bezeichnet. 
Die SlEGELsChe Formel gibt eine Darstellung 
& = ;d+d,(L,L)j-$d,(L,L) 
des MaDes als unendliches Produkt der Darstellungsdichten d,(L, L) von 
L an den endlichen Primstellen von K an. Der Faktor d&L, L) ist die 
reelle Darstellungsdichte, auf deren Definition ich nicht einzugehen 
brauche; sie hat nach SIEGEL (siehe [l] III) den Wert 
d&L, L) = &R@L) -(m+l) 
worin bL das Diskriminantenideal von L und m die Dimension des 
Vektorraumes LK = L 0, K ist. d ist die Diskriminante, n der Absolutgrad 
von K. Die Marjformel ergibt, wenn man obere Schranken der einzelnen 
Faktoren (mit konvergentem Produkt) hat, durch Vergleich mit der 
offensichtlichen Ungleichung M(L) < h/2 eine untere Abschatzung fur 
die Klassenzahl (siehe 0 4.2, Satz 5). 
Zur Definition der Darstellungsdichten an den endlichen Primstellen p 
betrachtet man die Isometrien von L/pvL fur geniigend hohe Moduln 
p”. Ihre Anzahl sei &(L, L); dann ist 
1 4G L) 
d& 4 = 2 :$ $J@urn(rn-1)/Z * 
Die Hilfssatze von SIEGEL zur Handhabung und Berechnung dieser Dar- 
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stellungsdichten sind - in die Sprache der Gitter umformuiiert und 
erglnzt - in 5 1 zusammengestellt. Fur die zur Diskriminante bL primen, 
ungeraden Primdivisoren wurde d&L, L) von SIEGEL (in [I ] III) berechnet. 
Urn fur die nicht in der Diskriminante bL aufgehenden Primteiler von 
2 wenigstens zu einer mijglichst genauen, von dem speziellen Gitter L 
unabhgngigen oberen Schranke von d,(L, L) zu kommen, braucht man 
als Hilfsmittel die Charakterisierung der Isometrieklassen unimodularer, 
lokaler Gitter durch einfach zu berechnende Invarianten aus der Theorie 
von O’MEARA und die Konstruktion normierter Vertreter jeder Isometrie- 
klasse aus den Invarianten. Diese Tatsachen werden in 9: 2 in einer fiir die 
Anwendungen zweckmaDigen Gestalt beschrieben. 
Die in 9 3 anschliel3ende Berechnung der Darstellungsdichten ergibt, 
wenn p nicht in bL aufgeht, 
aul3er im Falle gewisser anisotroper, zweidimensionaler Gitter, wo rechts 
noch der Faktor (1 + ‘!Bp-l) anzubringen ist (siehe 9 3.2, Satz 2). Dabei 
ist, entgegen der iiblichen Notation, e such fur ungerade Primdivisoren 
p der Exponent, zu dem p in 2 aufgeht. 
Fiir Diskriminantenteiler fiihrt ein JnduktionsschluB zusammen mit 
der expliziten Behandlung einiger Sonderfalle in 8 3.4 zum Ziel (siehe 
9 3.3, Satz 3). Bezeichnet SL = (L, L) das von den Werten der der qua- 
dratischen Form zugeordneten Bilinearform auf L erzeugte Ideal in 
0 = OK, so ist ftir m # 2 
mit einem Zahlfaktor f(m, %p), der nur bei ‘%p = 2 und m sg 4 von 1 
verschieden ist. 
Aus der MaDformel folgt nun 
2 1 -- 
ii+- WL) 
worin f  (m) den Wert 4 * *a, 9 . ‘$2 bzw. 2”-l fiir m = 3, 4 bzw. m > 5 
hat. 
Da aber nach MAGNUS [2] 
m l/Xk 
kcl r(kj2)f(m) -ceq'm' mit g(m)= -*m($m - 1)log m + O(m*) 
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gilt, und der erste wie der dritte Faktor in (*) kleiner als 1 ist, folgt, da13 
diese Ungleichung mit h = 1 nicht bestehen kann, wenn rn 3 m, wird. 
Numerische Rechnung zeigt, dal3 m, = 33 gewahlt werden kann. Bei 
festem m < 32 folgt, indem man 2/d im ersten Faktor nach ROGERS [5] 
durch 
&j > 1 4 e3iz 
i 1 
n 
P@> 71 
mit p(n) = O(n3iz log n) 
abschatzt, dal3 (*) such fur TZ 3 n, nicht mit h = 1 moglich ist, denn 
Nachrechnen zeigt g(m) < $n(ln - 1) fiir m 2 3. Wie man unmittelbar 
sieht, ist (*) mit h = 1 such nur fur endlich viele Werte von d und %(bL) 
richtig, wenn m und N festgehalten werden und %(sL) beschrankt ist. Die 
genauen Schranken fur n und d fiir die in Frage kommenden Dimensionen 
m < 33 sind in 4 4.2 aufgezahlt. 
Als Ergebnis erhalte ich durch Vergroberung von (*) eine asymptotische 
Abschatzung 
/j > evh,n) 
der Klassenzahl h mit y(m, n) = $nm2 log m + O(nm2), und da es nur 
endlich viele algebraische Zahlkorper festen Grades mit gegebener 
Diskriminante und in jedem Korper nur endlich viele ganze Ideale 
beschrlnkter Norm gibt, auberdem die Anzahl der Isometrieklassen von 
Gittern mit gleichem Diskriminantenideal bL endlich ist, ergibt sich als 
Antwort auf die oben gestellte Frage die Aussage, daI3 nur endlich viele 
totalreelle algebra&he Zahlkiirper miiglich sind, die mindestens drei- 
dimensionale, totalpositive Gitter mit einklassigem Geschlecht zulassen, und 
in einem festen dieser Korper such nur endlich vie/e KLassen solcher 
Gitter L mit ganzem und beschrlinktem Teiler sL. 
Da aus den Rechnungen in Q 3 die genauen Werte der Darstellungs- 
dichten fiir Einheitsformen E trn) hervorgehen, wird in einer folgenden 
Arbeit [14] der Versuch gemacht, die Lticke in der Kenntnis der total- 
reellen Zahlkorper, in denen das Geschlecht von Etrn) einklassig ist, etwas 
zu verkleinern. 
Die Bezeichnungen sind meistens aus O’MEARAS Buch [9] entnommen. 
Wenn K ein lokaler Korper, das heiDt hier K = KP mit endlichem p ist, 
bezeichne 
a(cx.) = a,(a) den quadratischen Defekt von a E o (siehe [9], 9 63A, ins- 
besondere proposition 63:2 und 63:5), 
d = 1 - 4p eine fest gewahlte Einheit mit a(o) = 40 (siehe [9], proposi- 
tion 63:4), 
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u =_ /3 (~7) fiir cy und /3 aus o die Aussage, daB 01 - p modulo p in 
9 = (.$ = -y2 + y ( y E o/p} liegt; insbesondere p + 0 (9). 
ijber quadratische Kongruenzen mit ganzen Koeffizienten in einem 
dyadischen (p 1 2) lokalen Korper wird benutzt: 
axz + p-u + y = 0 (mod py) hat, wenn /3 E u ist 
keine Losung 0 Lx/+ g 0 (Y), 
genau eine Losung 0 01 = 0 (mod p), 
zwei Liisungen e ‘~fl-~y G 0 (.P), 01 + 0 (mod p). 
Die letzte Bedingung bedeutet, da13 bei festen Einheiten 01 und /3 fur genau 
die Htilfte der y mod p* je zwei Lijsungen modulo p” existieren. 
01 7 /3 bzw. cy 5 /3 kiirzt 01 = ,13c2 mit 5 f 0 bzw. einer Einheit < ab. 
Ein endlichdimensionaler Vektorraum i.iber einem beliebigen K&per k 
wird zu einem metrischen Vektorraum, wenn auf ihm eine quadratische 
Form 9 : V---f k gegeben ist: 
da4 = ~2qw fiir OL E k, x E V; 
(x, .v) = q(x + v) - q(x) - q(y) ist bilinear. 
Q bezeichnet die durch Q(x) = (x, x) gegebene quadratische Form auf 
I’ und H, eine orthogonale Summe von r hyperbolischen Ebenen. 
1st K ein algebraischer Zahlkorper oder ein lokaler Korper, V ein 
nichtausgearteter metrischer Vektorraum iiber K, so wird unter einem 
Gitter auf Vein endlich erzeugter o-Modul L C V mit LK = K @, L = V 
einschlieJlich der von q und der Bilinearform induzierten Formen verstanden. 
Eigenschaften der Gitter und ihrer Invarianten findet man in O'MFARAS 
Buch [9], hauptslchlich in 9 82 und 4 91 bis 93. Sie werden hier meist 
ohne besonderes Zitat verwendet. L 0 01 bezeichnet den o-Modul L, wenn 
er als Gitter auf V o 01, das hei& versehen mit der quadratischen Form 
aq(x) statt q(x), verstanden wird. 
Das Symbol C bezeichnet Inklusion von Mengen mit AusschluB der 
Gleichheit. 
1. LOKALE DARSTELLUNGSDICHTEN 
1.1. Darstellungsdichten an endlichen Primstellen 
1st K = KP ein lokaler K&per, so ist die Anzahl der Isometrien eines 
Gitters i,iber dem Ring o in ein anderes -abgesehen von trivialen Aus- 
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nahmen - nicht endlich. An ihre Stelle tritt ein MaD fiir die relative 
Haufigkeit, mit der es zutrifft, da13 eine o-lineare Abbildung der Gitter 
eine Isometrie ist. 
Definition. N und L seien nichtausgeartete o-Gitter der Dimensionen 
r und m. Die Darstekngsdichte von N durch L ist 
d&L, N) = 2-cp $I A,“(L, N) %p-“(mr-r(T+1)‘2); 
die eigentliche Darstellungsdichte volt N durch L ist 
d;(L, N) = 2-6mp?‘+2 A;“(L, N) %p-“(mr--r(r+1)‘2). 
Dabei ist A,“(L, N) bzw. Ai”(L, N) die Anzahl der module pvL verschiedenen 
o-linearen CT : N + L mit 
(x0, y”) z (x, y) (mod p”) 
q(x”) = q(x) (mod p”) 
fir ale x, y E N bzw. 
ftir alle x E N. 
(1) 
(loI 
Die Bedingung (1”) ist, da q(L) _C n nicht vorausgesetzt wird, nur 
sinnvoll, wenn p”nL C 20 ist. Die Bedingung (1) ist eine Folge von (1”). 
Der Beweis der Existenz des Grenzwertes dp(L, N) wird von SIEGEL (in 
[1] I, Hilfssatz 13) durch den Nachweis erbracht, dal3 
A&L, N) !iR~p-“(~~-~(r+~)/~) fiir p* C pz8 mit pa = 2bN von v unab- 
h&gig ist. Geht man die Rechnung durch, so sieht man, da13 sie aufdieselbe 
Weise such die Existenz des Grenzwertes d,(L, N) liefert, und dal3 ein 
im allgemeinen kleineres s gewiihlt werden kann; denn es ist 
Ap”,l(L, N) = 91pm7--T(7+1)‘2Ap”(L, N) fur p” C 4p~~(N)~, (2) 
A;“+,(L, N) = %p”‘-TG+‘)‘2A;“(L, N) fur p”Lgnynp. (3) 
Aus dem Gang der Rechnung ergibt sich auberdem, dalj es zu einer 
o-linearen Abbildung u : N -+ L mit (1”) fur den Modul p” ein ebensolches 
u’ mit (1”) fur den Modul p”+l und 
x0 = x0’ (mod p”L) fur alle x E N 
gibt, wenn L?pINa torsionsfrei ist. Durch p-adische Grenzwertbildung folgt 
daraus 
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Hilfssatz 1. Hat die o-lineare Abbildung u : N + L die Eigenschaft (1”) 
mit geniigend hohem Modul p” und ist L#/N” torsionsfrei, so gibt es eine 
o-iineare Abbildung 5 : N -+ L mit q(x”) = q(x) und .x5 z x0 (mod p”L) 
fiir alle x E N. 
Wenn q(N) C o und q(L) C D ist, geniigt v = 1. 
Die Gleichungen (2) und (3) ergeben 
Hilfssatz 2. Ist N unimodular und ps = p n (2o/nL), so ist 
d,(L, N) = 2-‘mrA,p(L, N) %(4p)-(nzr-‘(r+1)‘2), 
d,(L, N) = 2-“mv4(L, N) @,-s(mr-r(r+1)~2)~ 
SchlieBlich kann man der (bei der Bedingung (1”) geeignet abgewandel- 
ten) SIEGELsChen Rechnung such die Beziehung 
A,,& N) = ‘iWA;v(L N) fur p” C 45,(N)’ 
entnehmen, und diese beweist 
Hilfssatz 3. Fiir beliebige Gitter N und L ist 
d,(L, N) = %ZpedimNd;(L, N). 
Die Darstellungsdichte d,(L, L) eines Gitters durch sich selbst wird 
mittels geeigneter orthogonaler Zerlegungen von L gewonnen. Dazu sind 
einige weitere Formeln nbtig. N und L seien Gitter wie bisher, jedoch 
N C L, r < m und L/N torsionsfrei. 
A@“(L, N) bezeichne die Anzahl der modulo p”L verschiedenen o-linearen 
00 - * N ---f L mit (l), zu denen es ein o-lineares u : L -+ L mit (1) und 
x0 = ~“0 (mod p”L) fir alle x E N gibt. 
A,“(L, L/N) bezeichne die Anzahl der modulo p”L verschiedenen o- 
linearen u : L + L mit (1) und x0 E x (mod p”L) fur alle x E N. Es folgt 
Denn eine Isometrie u mod p” von L in sich induziert eine Isometrie 
uO mod pv von N in L; u und T induzieren genau dann dasselbe q, , wenn 
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UT-~ lsometrie modulo p” von L mit x07-L = x (mod p”L) fur alle x E N ist. 
7-l existiert unter der angegebenen Voraussetzung; daher (5). 
Mit (1”) anstelle von (1) definiert man J&(L, N) und A$(L, L/N) und 
erhllt statt (5) 
Bemerkung. Durch 
a&L, N) = ?$ +(L, N) !JQP(~~-~(~+~‘/~’ 
und 
d&L, L/N) = 4 ;+% A,,(L, L/N) %+P’(“-*‘(~+~)/~ 
kann man die Dichte fortsetzbarer und eingeschriinkter Darstellungen 
definieren; ebenso such c-$(L, N) und dj(L, L/N). Es gelten sinngemail3 
die Formeln (2) bis (4) sowie die Hilfssatze 2 und 3. Das wird jedoch nicht 
gebraucht. Ein spater verwendeter Spezialfall ist enthalten in 
Hilfssatz 4. 1st L = N I N-L und N unimodular, so ist 
A&, L/N) = A&+, N”) und A$@, WV = A;W, NY, 
also d&L, 0 = d&, N) d,W, W 
und d;(L, L) = d&c, N) d,O(Nl, N”>. 
Den Beweis der beiden ersten Aussagen ftihrt man analog zum Beweis von 
Hilfssatz 4 in [8]. Daraus folgt dann die WohldeJiniertheit von d,(L, N) und 
di(L, N) und die beiden letzten Gleichungen. 
Da N unimodular ist, ist L#/N G (Nl)# torsionsfrei, also kann man mit 
Hilfssatz 1 und 3 schlieDen 
Hilfssatz 5. Bestimmen unter den Voraussetzungen von Hirfssatz 4 die 
Isometrieklassen von L und N die Isometrieklasse von NJ eindeutig, so ist 
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1.2. Darstellungsanzahlen iiber endlichen Korpern 
Im giinstigsten Falle kann man die oben definierten Darstellungsdichten 
aus Darstellungsanzahlen metrischer Vektorraume iiber dem Restklassen- 
k&per berechnen. 
iSber dem endlichen Korper k mit % Elementen kommen in der Zer- 
legung 
I’ = rad V _L Ii 
eines metrischen Vektorraumes V fiir den vollreguliiren Anteil U nur die 
drei Typen 
UE H,, (6) 
Ii= l ’ 
\) 
p I H,-, = H,‘, (7) 
CT s (8) 1. H, bei ungeradem 4.R (8) 
in Frage, wie man aus [9] 5 62 fur ungerades, [3], Bemerkung 1 fur gerades 
% entnimmt. Ein Vektorraum H,’ = kx @ ky mit 
q(x) = 1, (X,Y> = 1, 4(Y) = P wird dabei mit 
1 1 
\) P 
bezeichnet. 
Urn die Anzahl A”(V, U) der Darstellungen von U durch V zu bestim- 
men, zerlegt man jede Isometrie 0 : U + V in (5 = X I u2 mit linearen 
Abbildungen h : U -+ rad V und 0 2 : U -+ U. Aus der Isometriebedingung 
q(x”) = q(x”) + 4(x02) = q(x) fur x E U folgt wegen (x~, V) = 0, da13 
(x02, p) = (x0, y”) = (x, y) fur alle x, y E U, also u2 E GL(U) ist. 
Bei festem h E Hom(U, rad V) wird durch q’(x) = q(x) - q(xh) eine 
quadratische Form auf U mit derselben Bilinearform wie q definiert. U’ sei 
U, versehen mit q’. U’ ist vollreguldr und u = X J- u2 mit h E Hom(U, rad V) 
und Us E CL(U) ist genau dann eine Isometrie, wenn u2 : U’ -+ U eine 
Isometrie ist, also 
A”( V, U) = /iO(rad V, U) A”( U, U), (9) 
worin aO(rad V, U) die Anzahl der X E Hom(U, rad V) mit U’ g Ii 
bezeichnet. 
Falls ker V = rad V, also stets q(x”) = 0 und U’ g U ist, folgt 
A’( V, U) = 91modimuAo(U, U) mit m, = dim rad V. 004 
Die Anzahl A”( U, U) der Elemente von o(U) entnimmt man dem Beweis 
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von (25.25) in [7], der such fiir gerades YI richtig bleibt, wenn man die 
Basis in dem dortigen Fall B, der (7) entspricht, wie hier normiert. Es ist 
r-1 
29P4yw - 1) JJ (Wk - I), Us H,; 
k=l 
7-l 
AO(U, U) = ,2W”4’(W + 1) n (W” - I), U s H,‘; 
k=l 
(11) 
Falls ker V C rad V, also ‘8 gerade und rad V = ker V J. kx,, mit 
q(x,) = 1 ist, wahle man umgekehrt (TV E GL(U) mit (x02, yOa) = (x, y) fiir 
alle x, y E U, das hei& als Automorphismus der Bilinearform auf U 
beliebig und bestimme dazu xA = z + KX~ aus der Bedingung q(x) = 
qw9 + q(x9 = dxO*> + K2. Offenbar ist z E ker V beliebig und K durch 
CJ~ eindeutig bestimmt, also 
AO( v, U) = %(m~-l)d’mu A,( u, U), (10’4 
worin A&J, U) die Anzahl der erwahnten o2 bezeichnet. Diese bestimmt 
man genauso wie A”(U, U) zu 
A&Y, U) = AB(H, , H,J = W” fi (Wk - 1). 
k=l 
(12) 
Aus (10) bis (12) folgt 
Hilzssatz 6. Die Anzahl der Darstellungen eines vollreguliiren Raumes 
U durch V = rad V J- U iiber einem endlichen K6rper mit % Elementen 
ist bei ker V = rad V 
r-1 
AyV,cU) = (2%T”-1’+2’““(w + 1) n: (iT12k - l), 
k=l 
U g H,‘; 
2~27(7--1)+(27+1)mo-~-l 
fil (fn"" - l), U s (6) I Hr 
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und bei ker V C rad V 
AO(V, U) = qJp1)+2rmo-r 
*Q (rrr"" - 11, 
wobei m. = dim V - dim U ist. 
2. NORMIERUNG UNIMODULARER GITTER 
Der expliziten Berechnung der Darstellungsdichten werden in diesem 
Paragraphen einige Eigenschaften der Gitter im Lokalen vorausgeschickt. 
Zunachst kann der lokale K&per K beliebige Restklassencharakteristik 
haben. 
Notwendig dafiir, da13 die quadratische Form q von einem Gitter N auf 
den o/p-Vektorraum N/pN iibertragen werden kann, ist q(N) c o. Durch 
4(x + PN) = q(x) + P mit (x+pN,y+pN)=(x,y)+p 
wird N/pN zu einem metrischen Vektorraum iiber o/p, der genau dann 
vollregular ist, wenn N unimodular ist. q(N) 6 o bedeutet in diesem Falle 
nN = 20. Solche unimodularen Gitter heil3en unuerzweigt. Nach $ 1.1, 
Hilfssatz 1 und § 1.2 (6) bis (8) gibt es nur die folgenden Typen unver- 
zweigter Gitter : 
N s H, mit dN s (-l)‘, (13) 
2 
N!x2 ’ _ 1 2p .lH, = H, ( ) 
mit dN s (-l)‘d, 
2 
iv z (6) I H, mit dN g (-l)‘S, 6 EU, (15) 
2 
die durch ihre Dimension und Diskriminante charakterisiert werden. 
H, bezeichnet jetzt die orthogonale Summe von r Gittern des Typs 
HI c (T 3. (15) tritt nur bei nichtdyadischen Korpern auf, und fur diese 
K&per werden in (13) bis (15) alle unimodularen Gitter erfal3t. 
Wenn K lokal und dyadisch, das heil3t p ein Teiler von 2 ist, geniigt die 
Diskriminante zur Bestimmung der Isometrieklasse beliebiger unimo- 
dularer Gitter L nicht. Nach O'MEARA kommt als neue lnvariante noch die 
von den Werten 2q(x) = Q(x) der quadratischen Form auf L erzeugte 
additive Untergruppe qL von o dazu (vergleiche [9], Theorem 93:16). Sie 
enthfilt das Ideal 20 = p” und hat eine Darstellung 
qL = ao2 + WL (16) 
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mit einem a E o, derart da13 ao = nL = p” ist, und einem Ideal 
bo = UIL = p”, fur dessen Exponenten gilt: 0 < u < v < e. Falls 
u < e ist, mu13 v - u ungerade sein. Ein a kann man immer, ein b im Falle 
v < e aus der Menge Q(L) wahlen (siehe [9], $93A). 
Das grijl3te Teilgitter von L, auf dem die Werte der quadratischen Form 
q ganz sind, ist 
LO = {x E L I q(x) E o}. 
Die Abbildung 
I 
L/LO -+ 9120 
z + Lo -+ Q(z) + 20 
wird ein o-Modulisomorphismus, indem man ein t E o durch Multiplika- 
tion mit 6” mod 20 auf q/20 wirken lal3t. Daher folgt aus (16), da13 L als 
o-Modul iiber Lo von hiichstens zwei Elementen erzeugt wird, zum 
Beispiel von x mit Q(x) = a und (wenn es das gibt) y mit Q(y) = b. 
Durch Dualisieren folgt, da13 such Los iiber L# = L von hijchstens zwei, 
also Lo” i.iber Lo von hiichstens vier Elementen erzeugt wird. 
Auf Lo kann q module p reduziert werden. LO/PLO hat das Radikal 
(PLO+ n Lo) + PLO/PLO. Da pL”# liber pL” von hochstens vier Elementen 
erzeugt wird, ist m, = dim rad LO/PLO < 4. Nach [3] gibt es eine Zerlegung 
LO/PLO = rad LO/PLO I U 
mit vollregularem U. Dazu kann man in Lo ein Gitter N so finden, dal3 
N/pN = U ist. N ist notwendig unverzweigt, also 
L=GlN und Lo = Go 1 N (17) 
mit dim G = m, , sG” C p. Wenn m, > 2 ist, darf nach [9], Example 
93:18 (ii) und (v) N = H, angenommen werden. 1st such L = G’ I N’, 
so folgt G g G’ aus N s N’ nach [9], Corollary 93:14a. 
Aus [9], Example 93 : 10 und 93:18 (iii), (iv) kann man sich folgendes 
zusammensetzen: 
Wenn m, = 1 ist, ist u = 0, v = e und 
G = ox g (a). 
Wenn m. = 2 ist, hat man 
(18) 
G = ox @ o,v z (4 ;) 
mit /3 E IUG, dG 7 - (1 - a@ und 
@ = b und v - u ungerade 9 a( -dG) = ~GIDG, 
t3 E ~IDG oder v - u gerade o a(-dG) C pnG1~G. 
WV 
TOTALPOSITIVE QUADRATISCHE FORMEN 383 
Wenn trrO = 3 ist, folgt u = 0, o < e und 
a 
G=oxioy@ozr 
t i 
b 1, /e E 2p. (20) 
1 P 
Wenn mO = 4 ist, gilt entweder B(dG) C 2nG, soda0 L/G = 1 - uol mit 
c1 E 20 gewahlt werden kann; oder a(dG) = pzSnG~G mit s > 0 und in 
beiden Fallen r - u ungerade. Nach Wahl von a E Q(L) wie oben schreibe 
man die Diskriminante als 
dG s 
1 - uo!, 
2 1 
wenn GK isotrop, 
1 - sol + 4p, wenn GK anisotrop ist, 
mit maximalem u.,(a). Dann erzeugt b = -cx/+ das Ideal mG, liegt also 
in qG. Nach einem Satz von RIEHM (siehe [I 11, Theorem 7.4) stellt ein 
mindestens vierdimensionales, unimodulares Gitter G ganz qG dar. Also 
ist b E Q(G) und mit dem Zitat aus [9] 
G = ox @ oy 1 oz @ ow cz 
mit 01 E 20 oder cx = --n2sb und /3 E 2~. 
‘a 1 
1 01 
b 1 
1 B 
Nach Herkunft des Teilgitters G ist rad G”/pGo = G”/pGo. ker G”/pGo = 
G”/pGo kann bei v < e nicht vorkommen, da dann v - u ungerade 
ist. Folglich ist m, < 2 und entweder G = ox mit Go = p[(R-U+1)/21 x, oder 
G = ox @ oy mit Go = pt(e-u+1)/21 x @ oy, also jedenfalls 
G/G” E (~/p[-‘+~)l~l) x. (22) 
ker G”/pGo = G”/pGo liegt genau dann zlor, wenn e - u ungerade und im 
Falle m. = 2 a(-dG) C 2pnG = pnGt~G ist. 
Aus (19) bis (21) ergibt sich bei ungeradem ~1 - ZJ anstelle von (22) 
G/GO z (o/pDe--u+l)Pl) x @ (@(e-r +1)/V) y’, 
wenn Q(y’) = b ist. 
(23) 
3. DIE BERECHNUNG DER DARSTELLUNGSDICHTEN 
Es sei weiterhin K ein lokaler Kiirper und L ein nichtausgeartetes Gitter 
mit sL C o. Die in 9 1 .l definierte Darstellungsdichte wird nun in 
mehreren Schritten berechnet oder, wo eine genaue Berechnung zu 
umstandlich erscheint, nach oben abgeschbtzt. 
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3.1. Unverzweigte Gitter 
Nach Definition haben unverzweigte Gitter N die Norm nN = 20. Fur 
sie tritt daher nach 0 1.1 Hilfssatz 2 gerade der Fall ein, in dem man sich 
zur Berechnung von di(N, N) mit Ai(iV, N) = AO(N/pN, N/pN) auf 
den Restklassenkorper zuriickziehen kann. Den in 4 2 (13) bis (15) ange- 
gebenen Typen der Gitter N entsprechen die vollregularen Vektorrtiume 
N/pN aus $1.2 (6) bis (8), deren Darstellungsanzahlen in (11) angegeben 
sind. Daraus folgt (siehe [7] (25.25)) mit m = dim N 
/ miz-1 
(1 - %f.P+) n (1 - ‘iQ+), 
k=l 
m/2-1 
d;(N, N) = {(I + ‘%~p-“/~) n (1 - ‘Q+), N G H&2 ; 
k=l 
bn-012 
E1 (1 - %P-~~), dim N ungerade. 
i 
mit 01 = (- 1),12 dN, so folgt schliet3lich mit 
Satz 1. Unverzweigte Gitter N der Dimension m haben die Darstellungs- 
dichte 
/ 
m/2-1 
‘%p”“(l - xN(p) ‘%~p-“/~) 17 (1 - Ylp-2k), m gerade, 
k=l 
d,W, N) = (m-1)/2 
%Rp”” j-J (1 - q.+), 
k=l 
m ungerade. 
1st dim N = 2r > 2, so hat man 
T-l 
(1 - Xj&) %n-7) I-I (1 - QP) < (1 - %zp-‘)(l - 9Ip-2) < 1. 
k=l 
1st dN s (-l)? oder dim N ungerade, so sind alle Faktoren aul3er ‘%np”” 
kleiner ~$ls 1. Im einzig noch verbleibenden Fall N z c 
ist das nicht der Fall, sodab folgt 
2’,> mit dN 7 --d 
Korollar la. Fiir ein unverzweigtes Gitter N ist die Darstekngsdichte 
d&V, N) < ‘%~p~“~~, 
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auj’er tc’enn NK anisotrop und zweidimensional ist, wo 
gilt. 
d,(N, N) = !JQP(I + ‘Szp-l) 
3.2. Unimodulare dyadische Gitter 
In der Zerlegung 9 2 (17) eines unimodularen Gitters L ist die Isometrie- 
klasse von G durch die von N bestimmt, und daher nach 0 1.1 Hilfssatz 4 
und 5 
d&k L> = d&L W d&G, G). (24) 
Vorausgesetzt wird einerseits, dal3 L nicht unverzweigt, das heiDt Lo C L 
und dim G = dim rad LO/PLO = m, > 0 ist, andererseits, da13 LOlpL” 
noch einen echten vollreguliiren Teil enthalt, das hei& dim N = 2r > 0 
ist. Es erweist sich als zweckmabig, anstelle von d&L, N) die durch 5 1.1 
Hilfssatz 3 damit verbundene eigentliche Darstellungsdichte G(L, N) zu 
benutzen. 
Bei einer o-linearen Abbildung (J : N + L mit q(x”) = q(x) (mod p”) 
fur alle x E N ist von selbst N” C Lo = Go 1 N und x” :e x’ (mod p”LO) 
hat s” cm x7 (mod p’L) zur Folge. Urn die sich daraus ergebende Un- 
gleichung di(L, N) < d$L”, N) zu einer Gleichung zu verscharfen, ist 
die Anzahl der modulo pVLo verschiedenen o-linearen CT : N + Lo zu 
bestimmen, die modulo p”L zusammenfallen. 
Denkt man sich in Analogie zum Beweis von Hilfssatz 6 in $ 1.2 die 
Isometrien modulo pVLo zerlegt in 
so folgt aus Q 1.1 Hilfssatz 1, da13 h mod p”G” nur der Bedingung 
N’IpN’ z N/pN an h mod pG” geniigen mug, wobei N’ das Gitter N, 
versehen mit der quadratischen Form q(x) - q(xA) = q’(x) ist. Denn dann 
gibt es eine Isometrie (TV : N’ -+ N, und die samtlichen Isometrien u mod p” 
werden durch u = h 1 (u,+ 0 TJ gegeben, wenn TV die samtlichen Tsome- 
trien modulo p” von N durchlauft, da 
4(x”) = q(xA) + q(P’S) = q(xA) + q(P) = q(x) (mod p”). 
Bei geniigend hohem Modul p” hat man pYGo C p”G C pG”, und 
q(x* + nVy) = q(x”) + +(xA, y) + +‘q(y) = q(xA) (mod p”) zeigt, dal3 zu 
zwei modulo pvG zusammenfallenden h mod p”G” dasselbe u,, mod p”N 
gewahlt werden kann, denn die genannte Bedingung bleibt von der 
386 PFEUFFER 
Anderung modulo p”G unberlihrt. Die Anzahl solcher A ist nach 8 2 (22) 
und (23) 
(p”G : p”GO)2’ = (G : @‘)2~ zzz Qj WC (e [ -- u+l,/q+[(e-v+l,/%], 
Die gesuchte Gleichung ist somit 
%p2p[(~+~)/21 d,(LO, N) = tRp2Te d$L, N). (25) 
Wendet man hierauf 0 1.1 Hilfssatz 3 an und berechnet (I,o(LO, N) 
nach 9 1 .l Hilfssatz 2 und § 1.2 Hilfssatz 6, so folgt / 
I 
T-l 
29Qw’“+“‘/y1 - g&-q n (1 - 5Jq.T279, Nr ff,, 
k=l 
! T-l 2%p[(~+~)~21(1 + Q-') n (1 - Q--2k), Nz H,’ 
I 
k=l (26) 
bei ker LO/PLO = rad LO/PLO; 
gQfwu+v)/21 fi (1 _ $Jjp-2k) 
I;=1 
bei ker LO/PLO C rad LO/PLO. 
Da u < e und Y 2 1 vorausgesetzt wird, gilt demnach in allen drei Fallen 
d,(L, N) < !-Rp2’” fi (1 - %p-““). 
k=l 
(27) 
Zur Abschatzung des zweiten Faktors von (24) werden die in Q 2 (18) 
bis (21) abgegebenen speziellen Basen der Gitter G herangezogen. In den 
folgenden Rechnungen ist stets der Modul p* geniigend hoch zu wahlen. 
1st G g (a) eindimensional, so ist d&G, G) = +tPY(G, G) einfach die 
halbe Anzahl der 5 mod p” mit at2 = a (mod p”), das hei& 
([ - l)([ + 1) = 0 (mod p”). Die Bedingung ist offenbar zu 5 = fl 
(mod pV-“) dquivalent, also 
d&Z G) = Q” ftir dimG= 1. 
Fur zweidimensionales G = ox 0 oy s (;” # ist 
d,(G, G) = :A,,(G, G) ‘%p-” 
und nach Q 1.1 (5) 
(28) 
A,,(G, G> = &(G, 04 A,,@, G/ox) < -$(G, 0x1 A,,(G, G/ox>. (29) 
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APY(G, ox) ist die Anzahl der x0 = [x + my mod pVG mit 
a.$” + 2~5 + 87” = a (mod p”). (*) 
Wenn a(-dG) = nGmG ist, hat man /3 = b und v - u ungerade nach 
!j 2 (19b). Dann kann nicht 7 $ (2/b) o sein, sonst ware 
a((” - 1) o = (25 + bq) 710 = bq20 $4 0, 
also 5” - 1 = (C - 1% + 1) I $0, 
das hei& 5 - 1 $20 und a([ - 1)” o = bT20, aber u - u ungerade. 
Folglich 77 E (2/b) o und [” - 1 E (4/ab) o, also < = 1 (mod pe-[(U+B)/21), 
insbesondere 5 E u, da u < u < e. Setzt man 
so wird (*) gleichbedeutend zu 
oder 
worin f(to) = abw[‘“+“)l/2 & + abr”-v+1&,2 mod pv-2e+u durch &, 
mod pv--e+[(u+v)/21 wohlbestimmt und stets f&J = 0 (mod p) ist. Bei 
festem 5, gibt es zwei LBsungen y,, mod pv--2e+v, mithin 2IRp” r], mod pv-e+2, 
bzw. q mod pv : 
A,,(G, ox) = %p - [ ” e+ (u+u)/2] 2$J+” = 2~2pY+Lh+c)/2]* (304 
Wenn a(-dG) C pnGmG ist, hat man fi E 20 (v = e). Daher ist not- 
wendig [ = 1 (mod p [+u+l)/21) und 5 E u. Setzt man ZJ E 1 + ~[(e-u+l)Pl & 
(mod p”), so wird wie vorher (*) gleichbedeutend zu 
f(Eo) + 57) + + T2 = 0 (mod p”-“), 
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wo jetzt f(&) = a~I(e-u+1)/21 & + ++[(e-u+1)/21 ,$,,z mod pv-e wie&r 
durch 5, mod p”-[(e-u+1)/21 bestimmt ist, aber f(fo) = $an2[(+-u+l)/21 &,2 
mod p bei geradem e - u = o - u alle Restklassen modulo p gleichoft 
durchlauft. Nach 4 2 (19b) ist entweder /? E 241 ; dann gibt es zu jedem &, 
eine Losung r) mod p-“. Oder es ist /IO = 20, dann aber e - u gerade und 
es gibt zu jedem zweiten & zwei Lbsungen. Jedesmal ist 
APY(G, G/ox) ist die Anzahl der y” mod p*G mit 
und 
(vu, 4 = (Y, xl (mod ~9 
(vu, vu) = (Y, Y> (mod v’). 
Aus der ersten Kongruenz folgt (y” - y, x) = 0 (mod p”) und daraus 
durch Einsetzen einer Basisdarstellung 
y” - y E ox’- + p’G. 
Da OXI = o(x - ay) g (adG) ist, folgt y” = y + 6(x - ay) (mod p”G) 
mit der Bedingung 
(vu, ~“1 = (Y, Y> - 2dG5 + adG$ = (Y, Y) (mod ~9, 
die zu (a[ - 2) 5 = 0 (mod p”) Hquivalent ist. Fur ein 5 4 (2/a) o ist schon 
(at - 2) to = at20 $Z (4/a) o; daher 4‘ = (2/a) 5, (mod pV) und die letzte 
Kongruenz wird zu 
(& - 1) &, = 0 (mod P”-~~+~) 
mit den beiden Lbsungen &, = 0, 1 mod pV-2s+U, die in je %p” Klassen & 
mod P”--~+~ zerfallen: 
A,,(G, G/ox) = 2’92~“. (31) 
Die Gleichungen (29) bis (31) ergeben zusammen 
d,(G, G) < 
2~p~+w+wl, a(-dG) = nGtnG, 
9y+c(u+v)/21, a(-dG) C pnGtnG 
(32) 
ftir dim G = 2. 
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Bemerkung. Nach 0 1.1 Hilfssatz 1 gibt es zu jedem x0 E G mit 
q(x”) SC q(x) (mod p”) ein x0’ = x0 (mod p’G) mit 4(x”‘) = q(x); denn 
wegen Q(xU) o = Q(x) o = nG ist G/ ox0 torsionsfrei. Daher gibt es nach 
[12], proposition 2 eine Isometrie 6 E o(G) mit x6 = x0’. Mithin ist 
A;,(G, ox) = +(G, ox). 
In (29) und damit in (32) gilt nach 5 1.1 (4) also in Wahrheit das Gleich- 
heitszeichen. 
Im Falle einesb dr;*dimensionalen G = ox 1 R mit ox g (a) und 
R=oy@ozr 1 ,+ 
( ) 
schliegt man aus 5 1.1 Hilfssatz 4 
d&G, G) = d&G, ox) d&K RI, 
worin der zweite Faktor wegen fl E 2p nach (32) durch 
d,(R, R) < spe+[(e+u)/21 (33) 
abgeschatzt werden kann. Die Invariante u in der Schranke bezieht sich 
auf G. Der erste Faktor wird wieder durch d&G, ox) < d&G, ox) abge- 
schatzt; hier liegt im allgemeinen keine Gleichheit vor (siehe [14] (8d)). 
Nach 0 1.1 Hilfssatz 2 ist d,(G, ox) = A,,(G, ox) %(4p)+?. 
A&G, ox) ist die Anzahl der xU = 5x + my + <z mod 4pG mit 
at2 + bq2 + 275 + fl<” = a (mod 4~). (*I 
Wegen (20) in 9 2 ist v - u ungerade, sodaB aus 
a([ - 1)2 + bq2 ES a(t2 - 1) + bq2 E 0 (mod 20) 
folgt : a(6 - 1)” = 0 = bq2 (mod 20). 
Durch den Ansatz 
( = 1 + ~t@+l)/~l &, (mod 4p), 
7 E 7d(e-u+1)/21 q, (mod 4~) 
wird (*) zu 
2a&(e+1)/21fo + &K~~+1)1/21~,2 + ~2[(e-u+1)/2]1102 + 2,[+-v+l)/2]7& + pg2 
E 0 (mod 4~) 
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oder N&J = f(vo, 0 (mod 213) 
Equivalent. r), mod ~J.v-[(@‘+~J/~~+~ und 5 mod 4p werden beliebig gewghlt. 
Damit ist 
f(Q , 5) SE -~~~2~(~-v+1)/217702 - P ,[+v+1)/2117,,5 - T 62 E y mod zp 
wohlbestimmt. Die Anzahl der to mod 2p mit 
ist entweder Null oder gleich der Anzahl der 5, mod 2p mit 1(&J = 0 
(mod 2~). Denn fiir ungerades e ist I(,$,,) mod 2p linear, fiir gerades e ist 
1(&J = l(&‘) (mod 2~) nur mit &, = 5,’ (mod p) miiglich, und fiir 
& E 0 (mod p) ist l(&) mod 2p ebenfalls linear. Aus 
1(&J Es (&74’e+l’/21 + +z~2[(~+1)~21&,) &, = 0 (mod 2~) 
folgt 5, E p[e/2l und die Kongruenz 1(&J = 0 (mod 2~) ist mit 
(mod pIej2l+1) 
gleichbedeutend, also ist die Anzahl der Lijsungen 5, mod 2p[e/21+1 gleich 
2912pe. Daraus erhglt man 
A,,(G, ox) < ‘%(2p”-[ (e - ~+u121+1) ~(4~) 2~~” = 2%(4~)2 5.3tp~we)/21, 
das hei& d&G, ox) < 2fl~p[(~+~)‘~l und mit (33) 
d,(G, G) < 25Jlpe+2[(u+e)121 fiir dim G = 3. (34) 
Wenn G = ox @ oy _L oz @ ow E 
vierdimensional, insbesondere v - u ungerade, 01 E 20 oder 01 = -bn2s 
und /I E 2p ist, setze man 6, = -(I - acx), 6, = -(l - b/?), das he& 
dG 7 6,6, und R = ox I oz z (” 3. Dann ist 
RL = o(x - uy) L, o(z - bw) z (as, b8,). 
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Nach Definition ist d,(G, G) = &4,“(G, G) %p+ und nach Q 1.1 (5) 
A,,(G G> = $,v(G, R> ~,vG, G/R). WI 
Eine sofort einsichtige Verallgemeinerung der zitierten Formel ergibt 
&(G, R) = &(G, 0x1 a,vG, R/ox) < A,dG 0x1 A,@> R/ox). Wb) 
A,,(G, ox) ist die Anzahl der x0 = 6x + vy + {z -+ wu’ mod p”G mit 
(UP + 2571 + q2) + (b12 + 250~ + /3w2) EZ a (mod p”). (*) 
Falls 01 E 20 ist, kann man wie oben den Ansatz 
,$ z 1 + 57.[(e-u+l)Pl ‘$ 
0 (mod ~“1, 
c G rrt(e-v+l)/21 co (mod P”> 
machen; falls 01 = -b,rr2* ist, muI er durch 
5 _ *'ST + 7Tt(e-9+l)121 5, 
(mod P") 
modifiziert werden. Dann ist (*) aquivalent zu 
f(50~50,4+57)+~Cr12 = 0 (mod py-“) 
bzw. f(4o 3 iIo,o> + (t + ++[(e-v+l)/2150)q E () (mod pu-“). 
Darin ist .$ s 1 = e + TP+[(~-~+~)/~] 5, (mod p), 
f(.co ) co ) QJ) sz ~~v-~+l)qO + $777w-~+1)/21~02 
P $ =&2[(e-~+1)/21~02 + <w + T  & mod p”-8 
durch to mod pv-[(e-u+1)/21, lo mod ~)~--[(~-~+l)l~l, w  mod p” bestimmt und 
f(fO ) 5, ) w) s g&7w4+w21 to2 + +bn2[(e-“+1)/21 co” mod p 
nimmt jeden Wert modulo p gleichoft an, da genau einer der Koeffizienten 
von to2 und 5,” eine Einheit ist. 
Sofern die Kongruenz ftir q quadratisch (das hei& cxo = 20) ist, gibt 
es ftir jedes zweitef(fO , Co , w) zwei Lbsungen 77 mod p”-” ; sonst gibt es 
392 PFEUFFER 
zu jedem f(&, lo9 4 eine Losung. Ohne Fallunterscheidung ist also 
A& ox) = ~p~-[(e--u+l)/2]~~v-[(e-v+l)/Z]~~~~~e = ~+9’+[(u+v)/2]. (36) 
APY(G, R/ox) ist die Anzahl der P mod p”G mit 
(z”, x) s (z, x) = 0 (mod p”), 
(z”, z”) E (z, z) = b (mod p”). 
Wie bei dim G = 2 folgt z” E OX~ + p”G. Hier ist 
oxL = 0(x - ay) 1 oz @ ow g 
sodal die Anzahl der z0 = 5(x - ay) + 5z + ww mod p*G mit 
a&f2 + bc2 + 25~ + /3w2 = b (mod ~‘9 c*> 
gesucht ist. Ahnlich wie im vorherigen Schritt ergibt sich der Ansatz 
und eine zu (*) aquivalente Kongruenz 
@,#[(+u+1)/21 ,$,,a + b&(e-v+l)P] co + &2[(e-u+1)/2] lo2 (mod pv-“) 
und Lijsungsanzahl 
A,,@, R/ox) = ~zp2v+r(u+u)/21~ (37) 
Im letzten Schritt wird nun die Anzahl ApY(G, G/R) der modulo p”G 
verschiedenen u : oy 1 ow -+ G bestimmt, die den Kongruenzen 
(Y9 r> = (Y, r> (mod ~9, 
(w”, r) = (w, r) (mod pV) 
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fiir alle r E R und 
(Y”?Y”> = (Y, Y> (mod ~9, 
(y”, w”) = (y, w) = 0 (mod v), 
(WO, w”) = (w, w) (mod P”) 
geniigen. Aus der ersten Kongruenz folgt (yU - y, R) C p”, also 
ye - y E RL + pvG, das heiBt 
y” FEZ y + LJ(x - uy) + gz - bw) (mod P”G), 
und ebenso aus der dritten 
w” 5s w  + 7(x - ay) + w(z - bw) (mod pvG). 
Es ist (y”, W) = -S,q - S,g + ai&& + b&p&~ 
s -S6,(1 - a[) 7 - S&l - bw) 5 (mod ~9, 
(Y”, ~3 = (Y, Y) - 2%$ + a$? + b&J? 
= (Y, Y) + &(a6 - 2) t + bS,i? (mod 14, 
(w”, w”) = (w, w) + S,(bw - 2) w + aS1q2 (mod p’). 
Die letzten drei der Bedingungskongruenzen schreiben sich also in der 
Gestalt 
S,(u[ - 2) f = -b&c2 (mod ~9, 
S,(l - ua 7 E -S,(l - bw) 5 (mod 1-9, t*> 
S,(bo - 2) w = --a&q2 (mod p”). 
Aus der ersten und dritten dieser Kongruenzen folgt 
und 
S,(l + a(& - 2) 5> = Sl - ubS2C2 
S,(l + b(bo - 2) a~) = 6, - ubS,T2 
und daraus 
sowie 
S12(1 - an2 q2 z (S12 - ubSlS2{2) 72 (mod ~“1 
S,2(1 - bm)2 5” = (S22 - ubS,S2q2) 5” (mod ~“1 
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Da auljerdem wegen der zweiten Kongruenz 
6,2(1 - a[)2 772 = 6,2(1 - bW)2 5” (mod P”) 
ist, folgt weiter a12q2 = S22<2 (mod p”) und schlieDlich 
(a‘$ - 2)5 = -b 3 T,I~ (mod ~9, 
(bw-2)ws -a$q2 
Umgekehrt erfi.illen 6,~, 5, w  such (*), wenn (**) gilt. Wie vorher 
schlieDt man nun: Es kommen nur 7 = 0 (mod 2p-t(“+v)~2j) in Frage, und 
zu jedem solchen q mod p” gibt es zwei E mod vu-e und zwei w  mod p”-“. 
5 mod pV ist durch 6, q, w  mod p” eindeutig bestimmt. Somit 
A,,(G, G/R) = 4%+.~‘+~-~(~+“)~~3. (38) 
Aus (35) bis (38) folgt 
d,(G, G) < 2111pe+3w*wi ftir dim G = 4. (39) 
Mit den in 8 2 (18) bis (21) notwendigen Einschrankungen fiir u und ZI 
sieht man, da13 die Abschatzungen (28), (32), (34) und (39) samtlich zu 
d,(G, G) < %pe.dim G (40) 
abgeschwdcht werden kiinnen. Beachtet man, da13 nach (27) such 
d,(L, N) d ‘%JP~‘~ N gilt, so ergibt die zum Ausgangspunkt genommene 
Zerlegung (24) schlieBlich 
d,(L, L) < ‘QP~‘~~, (41) 
sofern dim G = dim rad LO/PLO > 0 ist. Nach 0 3.1 Korollar la gilt (41) 
such fiir dim G = 0, auBer wenn L = N E (t 2’,> ist. Damit ist bewiesen 
Satz 2. Fiir ein unimodulares Gitter L iiber dem dyadischen lokalen 
Kiirper K ist die Darstellungsdichte 
d,(L, L) < %+P~*~ L, 
super wenn L unverzweigt, anisotrop und zweidimensional ist. Dann ist 
d,(L, L) = Wp2e(l + Wp-‘). 
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3.3. Beliebige zusammengesetzte Gitter 
Jetzt ist K wieder ein lokaler K6rper beliebiger Restklassencharakteristik. 
Hilfssatz I. L und N seien beliebige ganze Gitter. N habe die Dimension 
r und es sei 01 E K* mit W,(CY) = p > 0; dann ist 
d&L o N, N 0 CX) = %np~~(~+~‘~~ d,(L, N). 
Beweis: Die Dimension von L sei m. APY(L 0 01, N 0 a) ist die Anzahl aller 
modulo p”L verschiedenen o-linearen u : N--t L mit 
oder 
(x0, Y”) cf = tx, Y) 01 (mod ~9, 
(x0, Y”> = 6, Y> (mod py--ll) 
fur alle x, y E N. Ein o-lineares 0’ : N -+ L mod pV-l zerfallt modulo p’ in 
%pmr verschiedene (T, also schlieBt man 
A,,(L 0 (Y, N 0 cx) = ‘%yT4pv-~(L, N). 
Wenn p” geniigend hoch ist, folgt 
0 d,(L 01, N 0 0 01, N CX) a) 0 = 2-6w A&L 
9Qvwn--7~T+1)/2) 
= %JV‘~(~+~)/~ d,(L, N), 
wie behauptet. 
Sei nun das Gitter L = L, 1 L,l zerlegt und L, ein unimodulares 
Gitter, dessen orthogonales Komplement L,l einen hbheren Teiler 
sL,‘- C p hat. Nach 0 1.1 Hilfssatz 4 ist 
Jedes (T : L, -+ L = L1 J- LI1 zerfallt in u = CJ~ 1 h mit q : L, -+ L, 
und h : L, -+ L,I. Aus der Bedingung 
(XT y”> = (xU1, y”‘) + (Xh, y? = 6, Y) (mod P? 
mit v > 1 folgt wegen (2, y”) E sL, _C p: 
(x”‘, Y”‘) = (XT Y> (mod P> 
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fiir alle x, y E L, , und daher wegen bL, = o sogar q E GL(L& Analog zu 
0 1.2 werde fiir festes o-lineares X : L, -+ L,‘- mit L,’ das Gitter L, be- 
zeichnet, wenn es mit der abgeanderten Form {x, y) = (x, y) - (x~, y”) 
versehen ist. L,’ ist unimodular, und die ursprtingliche Bedingung ftir CT 
besagt: u1 ist eine Isometrie modulo p” von L’ auf L, . Wenn L,’ c& L, 
ist - was nach Q 2 bei ungeradem p nicht vorkommen kann - gibt es kein 
solches u1 ; wenn dagegen L’ s L, ist, wird die Anzahl der modulo 
p”L, verschiedenen u1 gerade von A,@-, , L,) angegeben. Es gibt %lPl’l”l 
module p* verschiedene o-lineare h : L, -+ Lll, wenn m, = dim Ll , 
%i, = m - m, = dim Lil ist. Zusammen erhalt man 
alSO 
d&l@, L3 < q0-l 3 LX 
Mit (42) folgt schliel3lich 
(43) 
d&9 0 < 2qL, , h) dpW, Ll9. (9 
Bemerkung: In (43) liegt bei unverzweigtem L und q(L,I) C 2p 
insbesondere nach $2 stets bei ungeradem p - Gleichheit vor. Nach 
ii, Th eorem 92:3 und Corollary 93:14a gilt der Satz von WITT ftir 
unverzweigtes 4 , sodaB $ 1.1 Hilfssatz 5 anwendbar ist und such in (42), 
also in (44) das Gleichheitszeichen steht;falls q(L3 C 20 und q(L,l) C 2p 
ist. 
Wenn in der Zerlegung L = L 1 Lll das Teilgitter & nur e,-modular 
mit einem Ideal s1 = ~“1 C o und rjL,l C s1 ist, wendet man vor den 
obigen uberlegungen Hilfsatz 7 mit OL = 7~1 an, und man erhalt statt (44) 
d&L, L) < 2912p81~(m+1)‘2dp(L1*, L,*) dp(L,I o .R-‘1, L,‘- o T-“1). (45) 
Darin ist fiir ein l+modulares Gitter L, das unimodulare Gitter & 0 TP 
mit L1* bezeichnet. 
1st eine modulare Zerlegung L = L, I L, I a** 1 L, mit By = psi 
gegeben, so ist 
Ll~oq.r-s~ = &on-“1 J- a-* ~Lto~-Q 
eine modulare Zerlegung mit e(Li 0 ~~~1) = p8*-“l C o. Daher folgt aus 
(45) durch vollstandige Induktion, zusammen mit der Bemerkung zu (44) 
Hilfssatz 8. L = & I Lz I *** I Lt sei eine modulare Zeriegung 
mit pa*-modularem Li der Dimension mi , s,, = 0 und 
& = dim(LI I+** 1 LJ = mi + *a* + m, . 
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Gleichheit liegt vor, wenn alle Li* unverzweigt sind, 
Der ‘%p-Anteil in dieser Schranke fur die Darstellungsdichte la& sich 
leicht abschatzen, indem man 
und Ei + 1 <m + 1 = dim L + 1 benutzt: 
Diese Abschatzung reicht nicht fur alle Anwendungen in 9 4 aus. 
Mit einer noch genauer festzulegenden reellen Zahl K (0 < K < 1) setze 
man daher 
< #jj@jp+K &@@il-K fj $JQ-n‘wil,-h-d) 12 
i=l 
wobeis,-ssi~l>I,m-mmi-l+~>mm,-l+~~~>Oftiri~2 
benutzt wurde. 
Die Darstellungsdichten d,(L, , * Li*) werden nach $3.2 Satz 2 ab- 
geschatzt. Sei t’ die Anzahl der dabei auftretenden Faktoren (1 + Y&-l), 
die hijchstens bei zweidimensionalem Li vorkommen kbnnen; damit ist 
Hilfssatz 8 hat daher die Ungleichung 
(46) 
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zur Folge, in der K noch zu wahlen und 
f(L) = .-pl(l + qJqp)t' fi ~p-fiiMi-(l-KH/2 
i=2 
noch abzuschatzen ist. Zweidimensionale Gitter werden dabei aus- 
geschlossen. 
Fur t = 1 ist dann t’ = 0 und f(l) = 1. 
Allgemein ist der Exponent 
r: = i F (m - ftii - (1 - K)) > $ (t - l)(t - 2 + 3K) (47) 
i=2 
mit Gleichheit fur t = m, da diese Ungleichung nur auf mi > 1 beruht. 
1st t < m - 1, so ist ein mi > 2 und 
fiir t = 4 
fiir t = 3 
sowie 
2’>,1+3K ftir t=3, (49) 
wenn mindestens zwei der rn$ 3 2 sind. AuBerdem 
m-l 
Z>,-K fiir t=2. (50) 
Beachtet man t’ < t und 2(1 + ‘Q+) %n--t(t-2+3K)/12 -=c 1 fur t > 4, 
%p 3 3, so folgt mit (47) und K > 4 in diesem Fallen 
f(L) < (1 + wp-1)[2(1 + %p-1) ?Xnp-t(t-2+3~)y-1 < 1. 
Da der Definition von t’ zufolge 2t’ + (t - t’) < m, also t’ < m - t sein 
mu& erhalt man mit (48), (50) und K 3 & ebenso, da8 f(L) < 1 bei 
%zp > 3 such fur t = 3 und t = 2 gilt (denn m = 2 war ausgeschlossen). 
Mit (47) bis (50) und K 3 +$ rechnet man aus, da8 f(L) < 1 bei 
%p = 2 fiir t 3 3, m >, 4 richtig bleibt, wahrend 
f(Q < 22%.- (I+%)/2 = 23(1-d/2 fiir t=m=3, (514 
f(L) < 2(1 + an-l)2 ‘%np-‘l+“’ = 3 2l-“ fiir m, = m2 = 2 (51b) 
ist. Es bleiben die anderen FBlle t = 2. Fiir m 3 5 hat man mi > 3 fur 
ein i, also t’ < 1; fiir m = 4, ml # m2 ist t’ = 0; daher mit (50) und 
K > .$ auchf(L) < 1. Fur m = 3, t’ = 0 ist 
f(~) < 25qp = p-~ <23(1-d/2, 
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sodaB dieser Fall in (51a) mit erfal3t wird. Fur t = 2, m = 3, t’ = 1 
endlich wird im nachsten Abschnitt die Ungleichung (46) mit f(L) = 1 
explizit bewiesen. Der Bemerkung nach (44) zufolge ist das im Falle 
(51b) nicht miiglich, da dort die Schranke den genauen Wert von d,(L, L) 
angibt, wenn s2 - s1 = 1 ist. 
Das Ergebnis des folgenden Abschnitts vorwegnehmend hat man somit 
f(L) < 1 fiir alle Dimensionen m # 2 
und bei %p = 2 durch Einsetzen von K = in )$ (51) 
fiir m 3 5 und m 
fiir m=4, 
fiir m=3. 
(524 
(52b) 
Also folgt aus (46) 
Satz 3. Fiir ein beliebiges Gitter L der Dimension m # 2 mit ganzem 
Teiler SL iiber dem lokalen K&per K ist die Darstellungsdichte 
1 “8 1 fiir sonst. m = 3, Q.3 = 2, 
mit f(m, %p) = z ‘$5 fGr m = 4, 9lp = 2, 
Ohne die zusatzlichen Rechnungen des folgenden Abschnittes miigte 
hier f (3,2) = 8 ‘q2 gesetzt werden; damit ware die SchluDfolgerung von 
0 4 fiir m = 3 nicht miiglich. 
3.4. Dreidimensionale Sonderfalle 
Die in 9 3.3 vorgenommene Zusammensetzung der Darstellungsdichte 
beliebiger Gitter aus den Darstellungsdichten geeigneter unimodularer 
Gitter ergibt fiir dreidimensionale Gitter L mit zwei modularen Komponenten 
nicht geniigend genaue Abschatzungen, wenn eine der Komponenten, 
abgesehen von Skalarfaktoren, zu dem Ausnahmegitter N von § 3.2 Satz 2 
isometrisch ist. Bis auf Skalarfaktoren, die nach Q 3.3 Hilfssatz 7 beriick- 
sichtigt werden oder wegen N 0 E g N fiir E E u keine Rolle spielen, 
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handelt es sich urn die beiden Gitter 
ox I oy @ oz g 
L = L, 1 L, = 
ox @Joy L ozc 
Fiir beide ist, wie in $3.3 (42), 
und es kommt darauf an, d,(L, L,) genauer als durch 2d,(L, , L,) abzu- 
schatzen. 
Sei zuerst L1 = ox s (l), also d&C, L,) = A&L, L,) %zp-z~. Zu 
bestimmen ist die Anzahl der x* = 5x + qy + {z mod p”L mit 
5” + 2+-q + 27P7g + 2paq2 E 1 (mod p”). (*I 
Im Falle s > e folgt bei beliebigem q mod p” und 5 mod p”, daD 
also 2%~” die Anzahl der 5 mod pv ist. 
Falls s < e ist, folgt 6 = 1 (mod pt(e+s+1)/2J). Nach Wahl von p ist 
q2 + 75 + pc2 E II, wenn 7 E u oder 5 E u ist, das heil3t (v2 + 75 + p%) 
erzeugt eine gerade Potenz von p, die q2 und 5” enthalt. Es ist nun 
entweder 4~ 1 ++&,(modp’) mit&,ouunda<e 
oder 5 E 1 + 2& (mod p”) mit &, E o. 
Hat t die letzte Gestalt, so muD man 
setzen, und (*) wird lquivalent zu 
to + !fo” + g7r2[(e-~+l)~21+~(7)o~ + ?joco + pCo2) = 0 (mod P”-~~). 
Wenn e - s ungerade ist, hat diese Kongruenz stets zwei Liisungen 
to mod +Y’-~~ bei beliebigem 7. mod pv-[(e-s+1)/21 und 5, mod pv-t(e-a+1)~21, 
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Da bei ungeradem e + s < 2e notwendig 8 = 1 (mod 20) ist - sonst 
ware (p - 1) o = ([ - 1)2 o ungerade p-Potenz - folgt 
A,&, Ll) = ~np2u-2[(e-s+1)/212(Jlpe = 2’3Lp2”+s-1. (54) 
Falls e - s gerade ist, hat die Kongruenz genau dann zwei Liisungen 
&, mod yZe, wenn (&~~)(q,~ -t q,& + p<,,“) = y = 0 (9’) ist, sonst keine. 
Da fur genau ein Paar r), mod p, &, mod p y = 0 (mod p) und die Anzahl 
B’ der Paare mit fester Einheit y mod p von y unabhangig ist, ergibt sich 
B’ = ‘32~ + 1 aus %p2 = 1 + (%p - 1) B’, also die Anzahl der Paare 
yn mod p, 5, mod p mit y = 0 (@) zu 
(Wzp - 1>wp + 1) + 1 = +,QqJtp - 1). 
Die Kongruenzlijsungsanzahl mit .$ = 1 (mod 20) ist daher gleich 
$ap(gp - 1) 9Jp2~-21(~-s+1)/21-2 29&P = 51@2v+s(l - QI-l). (55a) 
Hat [ die erste Gestalt mit [(e + s + 1)/2] < a < e, so ist 7) = 0 = [ 
(mod p[(2a-e-s+1)/21) und 
fq s 4.7p+1(6-s+1)/21 .qo (mod ~9, 
5 z &.p+l(e-s+l)/21 co (mod P”) 
anzusetzen; (*) wird dann mit 
f &I + &lo” + &T2[(e-s+l)‘21+s(Q12 + r],&) + p&y = 0 (mod ypO) 
gleichbedeutend. &, war als Einheit angenommen; daher ist notwen- 
digerweise e - s gerade, s < e und zu festem &, gibt es gerade soviele 
Paare ?10 mod pV-20, 5, mod pv-2a wie es Isometrien CJ : ow --+ H,’ modulo 
jYZa mit 
gibt. Das sind 
+.(H,‘, ow) = ‘%pV-2a-1A;(Hl’, ow) = ‘~IQY-~~-~(~~ + 1) 
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solche Paare. Die Kongruenzlijsungsanzahl mit w& - 1) = a < e ist 
folglich gleich 
sJq)-a-l(q _ QyJpv-2a-1(~2p + ~)~pze+za-2[~e-s+l,/21 
= 5JQ2Y+e+s-a(l - 5JQ-2). (559 
Aus (55) erhalt man dann die Gesamtlbsungsanzahl von (*) bei geradem 
e+szu 
63-1 
A&9 -&I = c gzp 
2v+e++-a(1 - Q-2) + $JQ2v+s(l -azp-1) 
a=[(e+s+1)/2] 
= gjp2v+s(gQ[(~-s+1~/21 + 6J@[(e--s+1)/21-1 - p&j-l), 
also zusammen mit den einfacheren Fallen 
I 
2Q” 
d&l@, L) = 
2%&w 
e+s 
%zp2 (1 + !IQ+ - 2!IZTtp 
----I 
‘;’ ) 
fir s > e, 
fir e - s 3 0 
ungerade, (56) 
fiir e - s > 0 
gerade. 
Sei jetzt L1 = ox @ oy r (: 2i), also d,(L, L,) = A&L, LJ ‘ITI~-~“. 
Zu bestimmen ist die Anzahl der Vektorpaare 
x0 = 5!% + ?lY + 5z mod pvL 
y” = 5’x + 7jy + 5’z mod pvL 
nit 
252 + 2&j + 2p7f + nq.2 = 2 (mod 1.3 
2&e + <h’ + 175’) + 2pp)’ + 4x = 1 (mod ~9, t*> 
25’2 + 25’17’ + 2pr]‘2 + 7rq.Q = 2p (mod p”). 
Im Fall s > e sind wie vorher 5 mod p” und 5’ mod p” beliebig wahlbar 
und die Anzahl der Losungen bei fester Wahl ist A,,& , L,). 
Falls s < e ist, folgt aus s > 0, dal3 &’ + T# Einheit und 
(ZOE(’ (mod p[(+-~+l)/21) 
sein mug. (*) ist, wenn man 
r; z T[b-s+l)/21 to (mod ~9, 
5' s *[(e-8+1)/21 5, 
(mod P") 
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ansetzt, aquivalent zu den Kongruenzen 
(2 + & + pr12 + ~~2[k-S+1)/2l+s5~ E 1 (mod p”- ‘), 
2f5’ + ([y’ - 7.f’) + $777 + 7+-s+1)/21+q0<; e 1 (mod v), 
,$‘2 + f’$ + p71’2 + ~~2[k~s+l)/2J+s~~? 1: p (mod p”-‘). 
Da die erste und die dritte Kongruenz wegen der zweiten notwendig 
separabel sind, werden ihre Lbsungsanzahlen schon durch die ent- 
sprechenden Kongruenzen module p bestimmt. Dabei ist 7’ mod p” bzw. 
5’ mod p” beliebig sowie 5, mod pv-t(e-s+1)/21 und c,,’ mod njv-t(e--s+l)lzl 
geeignet zu wahlen, damit 5 mod p” bzw. 7 mod p” sowie t’ mod p”-” und 
q mod p”-” bzw. 7’ mod pv-” und [ mod p”-” eindeutig bestimmt sind. Man 
hat gerades und ungerades e - s getrennt zu behandeln und erhllt 
schlieglich 
i 
$JQav+e+s(l _ 5Jq-2) fiir e - s gerade, 
A&Y Jq = 
2’@,3v+e+s-1( 1 - ‘iJQ+) ftir e - s ungerade. 
Daraus folgt: Fiir s > 0, das he@ t = 2 ist 
2!JI$P(l + mp-‘) fur s > e, 
2%pe-+-l(l + %p-1) fiir e - s > 0 ungerade, (57) 
%np”-“(1 - Q-2) fiir e - s 2 0 gerade. 
Dagegen gilt (56) such bei s = 0, das he@ unimodularem L, woraus man 
sehen kann, wieviel bei spezieilen Gittern durch die im allgemeinen sehr 
scharfe Schranke von 0 3.2 Satz 2 verschenkt wird. (56) und (57) kijnnen 
durch 
/2(1 + fnp-1) 9ydirnLl bei s > e, m, = 2, 
d&L L,) G I 25% e.dimL, bei s > e, m, = 1, (58) m e.dimL, bei s < e, m, = 2, 
\(l - Q-1) ~$)e.d’m~l 
abgeschatzt werden. 
bei s < e, m, = 1 
Benutzt man ftir den zweiten Faktor in (53) die Schanke aus 9 3.2 Satz 2, 
so wird nach 5 3.3 Hilfssatz 7 
d,(L, L) < %Zpsmz(mz+1)‘291Lp3erp (59) 
mit dem Restfaktor rp = 
2(1 + !Jlp+), s > e, 
1, s < e. 
64’/3/4-3 
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1st allgemeiner 5L = p”1 , so hat man, wieder nach 0 3.3 Hilfssatz 7, 
anstelle von (59) mit s = s2 - s, und denselben rD 
Das entspricht Q 3.3 (48) mit neuem f(L) = rp’%p-Sm2(ml-1+K)lz < 1 bei 
beliebigem %p = 2f und K > Q , wie in Q 3.3 behauptet und zum 
Beweis von Satz 3 schon benutzt. 
4. DER SATZ VON SIEGEL UND SEINE FOLGEN 
Von jetzt an ist K stets ein totalreeller algebra&her Zahlkiirper. Die 
betrachteten Gitter L iiber o liegen in einem nichtausgearteten, total- 
positiven metrischen Vektorraum V = LK . Da eindimensionale Gitter die 
Klassenzahl h = 1 haben und sich fur zweidimensionale Gitter kein 
Resultat ergibt, kann dim L = m > 3 angenommen werden. 
4.1. Numerische Abschatzung der MaSformel 
Zwei Gittern L und N ist fur jede endliche Primstelle von K die 
DarsteZlungsdichte d,(L, N) = d&L, , N,) mit der in 8 1.1 definierten 
Darstellungsdichte fiir die lokalen Gitter L, und Np zugeordnet. Sie hangt 
nur vom Geschlecht der Gitter ab. 
Die Schranken dieser Darstellungsdichten aus 6 3.3 Satz 3 kann man in 
die Majformel (siehe Einleitung) einsetzen, da sie fast alle gleich 1 sind. 
Im Qubersten Fall mul3 man damit rechnen, daB 2 in K in II Primteiler p 
mit %n = 2 zerfallt; daher ist 
Tp fiir m=3, 
(i lfi)n fiir m = 4, 
1 fiir m35. 
Die lnvarianten von L setzen sich multiplikativ aus denen der L, zusam- 
men, und es ist nr, ‘%p em = 2*“, sodaB die MaBformel mit (60) und dem 
in der Einleitung angegebenen Wert von d,(L, L) eine Ungleichung 
m GT’” n as !x(sL)m & < &j-m(m-l)‘z ( n - 
k-1 JYW) 14 %(bL) f(m)” 
051) 
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mit 
42Y% fiir nz=3, 
9 72 fiir m = 4, 
p-1 fiir m > 5 
ergibt. 
Urn daraus in allen totalreellen Zahlkijrpern fur alle totalpositiven 
Gitter giiltige Folgerungen zu ziehen, mu13 man den ersten und dritten 
Faktor durch den griSDtmoglichen Wert 1 abschatzen. Fiir reellquadra- 
tische Zahlkbrper kann man cd 2 d5 bent&en, bei n = 3 entsprechend 
1/;13 7. 
Nach dem Vorbild von MAGNUS [2] benutze ich die aus [6], Seite 251 
entnommene Formel 
log T(z) > (z - 4) log z - z + 4 log 237, z E R+, 
urn zu einer Schranke des zweiten Faktors von (61) zu kommen. Es folgt 
daraus 
7n dTk 
log kgl F(k/2) < 
m(m - 1) 
4 
log?- $log2 + m(m + 1) 4 
- kEl v log $ , 
und weiter, da 
x-l 
7log$ in x > 2 monoton wichst, 
c m ylog; > fm+log$dx, 
k=l 2 
das heiDt 
c m ~log~~~(logm-log2-~) -T(logm-log2-1)-k 
k=l 
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fur m > 3. Indem man die Werte fur m < 5 direkt ausrechnet, erhalt man 
81 
210gx+2610g2 
14 
4log7r+~log2+2log3 
6logn+7log2-log3 
fiir m = 3 
fiir m = 4 
fiir m = 5 
! -- m2 (log m - log vr - log 2 - i) 4 +T(logm--loga-i)-(log2-i) fiir m > 5 
(62) 
I 
4,4489 fiir m=3, 
7,5227 fiir m = 4, 
lo,6219 fiir m=5, 
< g(m) = 
( 1 $ ‘(log m - 3,3379) 
+ 5 (log m - 1,0723) - 0,1931 fiir m > 6, 
wobei g(m) = -&m[($m - l)(logm - 3,3379) - 2,2656] - 0,1931 fur 
m > 6 eine im Bereich m 3 20 monoton fallende Funktion ist, wahrend 
g2(m) = 2g(m) - 0,8047m(m - 1)/2 schon in m > 10 und g,(m) = 3g(m) 
- 1,9459m(m - 1)/2 in m >, 4 monoton fallt, wie man durch numerische 
Rechnung feststellt. Es folgt 
g(m) < 0 ftir m 3 33, 
g2(m> < 0 fir m > 17, (63) 
g3(m) < 0 fiir m > 11. 
Zur Diskriminante d des totalreellen Zahlkijrpers K konnen nach 
ROGERS [4] (7) und [5] (81) untere Schranken angegeben werden: 
fld 3 eni [(; + log 2) (n + 1,]-1 2 fiir n > 2, 
(644 
&j 3 4 $12 n( ) 77 [e312(1 + n log n)(2,5 log n)3/210gn]-1 $ fiir n > 3. 
Wb) 
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Die zweite dieser Schranken ist fiir groSe n ersichtlich die bessere. Zusam- 
men mit der Stirlingschen Formel 
wird sie fiir die asymptotische Abschatzung der Klassenzahl verwendet. 
Fiir n < 13 ist die erste Schranke grC@er. Da dieser Bereich bei den folgen- 
den Rechnungen kaum iiberschritten wird, ist 
dd > e3”lz[($ + log 2) VT% e1/12n G (n + 1)1-l, 
das heif3t 
log l/d > i n - & - i log n - log(n + 1) - log (k + log 21 
- ; log x-;log2 
>in--&$logn-log(n+ l)- 1,0963 
die zweckmlBigere Abschatzung. Aus ihr folgt mit (64) 
= n ( g(m) - 3 m(m4- ‘) ) 
+ m(m - 1) 
2 
[A + k log n + log(n + 1) + 1,0963]. 
(66) 
Auch h(m) = g(m) - 3m(m - 1)/4 ist monoton fallend, und zwar in 
m > 3. Dasselbe gilt ftir 2h(m)/m(m - l), und diese Funktion ist stets 
negativ. y(m, n) < 0 hei& 
z(n)= 1,0963+~+;logn+log(n+l)<- 244 
m(m - 1) n’ (67) 
Die Ableitung z’(n) nimmt monoton gegen 0 ab; daher gibt es zu festem 
m 3 3 ein n, = n,,(m), soda8 (67) gilt fiir alle n 3 n,,(m). Diese Zahlen 
sind, wie man nachrechnet 
n,=634 24 11 8 7 6 
fiir m = 3 4 5und6 7 8 9 (68) 
5 4 3 2 
10 und 11 12 bis 14 15 bis 22 ab 23. 
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Bei m = 3 und m = 4 benutzt man offenbar besser (64b) statt (64a); 
damit kommt man mit entsprechend geandertem y(m, n) und z(n) auf 
n, = 40 und n, = 19. 
4.2. Untere Schranken der Klassenzahl. Einklassige Geschlechter 
1st L ein Gitter wie in 0 4.1, so folgt aus (61) und 2/h < l/M(L) 
2 
h 
< &j-rnW)l2 (69) 
und daraus nach (62) und (66) 
2 eQh' bei beliebigen K, 
72 ell(m,n) VW > wenn KfQ, alson 
ist. g2(m) und ga(m) sind gerade so gemacht, daB aul3erdem such 
wenn n=2, 
wenn n = 3 
UW 
gilt. E&tilt das Geschlecht von L nur eine Klasse, so kommt man in (70) 
fur aile in (63) und (68) aufgezahlten Werte von m und n zu dem Wider- 
spruch 2 < 1. AuDerdem folgt bei h = 1 aus (69) 
2&n) ZIOL72 
dZ< emm-l) -n-YGiGi=G 
Daher ist fur einen totalreellen Zahlkiirper K vom Grade n mit der Dis- 
kriminante d, iiber dem es ein totalpositives Gitter L der Dimension m gibt, 
dessen Geschlecht nur aus einer Klasse besteht, notwendig m < 32 und 
n= 1 und d= 1, wenn 17 <m <32, 
n< 2 und d < 12, wenn 11 <m <16, 
n< 3 und d< 101, wenn 9 <m < 10, 
n< 6 und d < 82 030, wenn 7<m<8, 
n < 10 und d < 1,468 - log, wenn 5,(m<6, 
n < 18 und d < 3,178 * 10lg, wenn m = 4, 
n < 39 und d < 1,084 - 1060, wenn m = 3 ist. 
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Nur die drei letzten Zeilen ergeben sich nicht unmittelbar aus (63) oder 
(68). Man findet jedoch fiir die Dimensionen 7 < m < 16, da13 das 
jeweils griiBtmiigliche n eine Diskriminantenschranke liefert, die nicht 
damit vertraglich ist, da13 725 und 49 die kleinsten, tatdchlich vorkommen- 
den Diskriminanten totalreeller Korper der Grade 4 und 3 sind und nach 
[13], Seite 96 d > n” fur die Grade 5 und 7 ist. AuBerdem ist die Teil- 
barkeit von d oder d - 1 durch 4 beriicksichtigt. Das in der Einleitung 
zitierte Ergebnis von WATSON [lo] macht die erste Zeile der obigen Tabelle 
nattirlich tiberfliissig. 
Da es zu festem Grad n und fester Diskriminante d nur endlich viele 
algebraische Zahlkorper gibt, sind totalpositive Gitter mit h = 1 nur in 
endlich vielen totalreellen Zahlkiirpern moglich, und fur ihre Dimension 
kommt nur einer der endlich vielen Werte m < 16 in Frage. 1st K einer 
dieser Korper und L ein totalpositives Gitter zulhsiger Dimension m, so 
folgt aus (69) 
2 
,<C 
li 
%(sL)” 
wm 
mit einer von K und m abhangenden Konstanten C. Bei h = 1 und be- 
schranktem Teiler SL ist diese Ungleichung nur fur endlich viele %(b.L), 
das heiBt endlich viele Ideale bL, also nur fur endlich viele Isometrieklassen 
von Gittern L mbglich (siehe [9], Theorem 103 : 4). Die Gitter L 0 01 mit 
01 E K* und aL mit einem Ideal a f 0 haben dieselbe Klassenzahl wie 
L; daher darf man auf die Einschriinkung %(sL) < const. nicht verzichten. 
In Korpern mit Idealklassenzahl 1 kann man sie durch SL = o ersetzen, 
denn dann wird jedes Gitter durch einen geeigneten Skalarfaktor an der 
quadratischen Form ganz und primitiv. Das Ergebnis ist 
Satz 4. Es gibt nur endlich viele totalreelle algebraische Zahlkiirper, 
die Gitter auf mindestens dreidimensionalen, totalpositiven metrischen 
Vektorriiumen zulassen, deren Geschlecht nur eine Klasse enthalt. Zu 
einem festen dieser K&per gibt es nur endlich viele solche Gitter mit ganzem 
und beschrtinktem Teiler. 
Mit wachsendem n und m wird die Klassenzahl m-dimensionaler, 
totalpositiver Gitter in totalreellen Kiirpern vom Grade n beliebig gro& 
Ein MaB fur ihr Wachstum erhalt man durch Einsetzen von (62), (64) und 
(65) in (69): 
h > !j [(G e3/z)n 
X (dG e3/z+1/12n d<(l + n logn)(2,5 log n) 3!210b7n)-l]mh-ll:2 e-‘“R’“(‘71) 
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oder 
h > .& ~n[~m/z~*~logm-a-2r~-m~logm+b-E~/2+c] 
fi.ir n 2 n,(e) und m 2 6 mit vorgegebenem E > 0 und positiven Kon- 
stanten a, b und c. Noch etwas grbber gilt 
Satz 5. Die Anzahl h der Klassen im Geschlecht eines Gitters auf 
einem totaIpositiven metrischen Vektorraum der Dimension m 3 6 fiber 
dem totalreellen algebraischen Zahlkiirper K vom Grade n 3 n, geniigt der 
Ungleichung 
h > 4 enh/2)2(logm-h) 
mit gewissen Konstanten n, und h. 
Bei der Untersuchung der Klassenzahl in konkreten FBllen wird man 
natiirlich nie auf Satz 5, sondern auf (69) oder (71) zuriickgreifen. 
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